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Abstract 

Nowadays there is a good knowledge of space sub- 
groups but, curiously, the subgroups of the simplest 
space group P1 are poorly known. This is due to the 
fact that P1 is the sole space group possessing only iso- 
symbolic subgroups while more complicated space 
groups possess extra translationengleich, klassengleich 
and other subgroups whose derivation is easier than 
that of isosymbolic subgroups. Thus the examination of 
the subgroups of P 1 has been undertaken. This problem 
is connected to a large extent with matrix trans- 
formations and automorphisms which constitute the 
mathematical tools developed in this first paper. The 
subgroups of P1 are connected with changes of the unit 
cell, i.e. with matrices having integer coefficients. Such 
matrices can be decomposed into the products of 
simpler matrices and reduced to diagonal matrices 
having integer coefficients. The results of these 
theoretical considerations will be applied, in a following 
paper, to subgroups of P1. 

Les sous-groupes spatiaux apr~s &re rest6s tr~s long- 
temps dans l'ombre connaissent actuellement un grand 
int6r& car ils sont h la base de la construction th6orique 
de mod61es pour les structures d~riv~es telles que 
structures ordonn6es, structures d6form6es, structures 
pseudosym&riques, etc. Grace aux travaux r6cemment 
parus (Bertaut, 1976a,b; Billiet, 1973; Billiet, Sayari & 
Zarrouk, 1978; Boyle & Lawrenson, 1972a,b; 
Neubfiser & Wondratschek, 1966a,b, Sayari & Billiet, 
1977; Sayari, Billiet & Zarrouk, 1978; etc.) on sait 
maintenant d6river sans trop de difficult~ de nombreux 
sous-groupes. Mais curieusement les sous-groupes du 
groupe spatial le plus simple P1 sont mal connus 
contrairement aux groupes les plus compliqu~s dont les 
sous-groupes sont relativement bien connus. Ceci 
provient du fait que PI  est le seul groupe d'espace h ne 
poss6der que des sous-groupes isosymboliques (Billiet, 

* English translations, not 'refereed', may be obtained from the 
author upon request. 
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1973) alors que t o u s l e s  autres groupes d'espace 
poss6dent en plus des sous-groupes translatio- 
nengleich, des sous-groupes klassengleich non iso- 
symboliques (Hermann, 1929) et d'autres types de 
sous-groupes dont la d6rivation est souvent plus a i s~  
que celle des sous-groupes isosymboliques. 

Comme le r6seau de tout groupe spatial est en 
quelque sorte le groupe d'espace P1, les &udes sur les 
sous-groupes klassengleich - c'est-h-dire, qui conser- 
vent la classe de sym&rie d'orientation du groupe de 
d6part - sont n6cessairement en relation avec la 
d6termination des 'r6seaux d6riv6s' d'un r6seau,~ c'est- 
h-dire, avec les sous-groupes de PI .  C'est pourquoi 
nous nous sommes attach6s h leur 6tude. 

Malgr6 plusieurs tentatives n6gatives dans des 
directions plus attrayantes, il semble malheureusement 
que la d&ermination des sous-groupes de P1 doive faire 
intervenir des notions math6matiques extr6mement 
abstraites. Toute maille 616mentaire d'un sous-groupe 
est une maille multiple de P1 dont les propri&6s sont 
mises en 6vidence lors de la factorisation de matrices 
de passage h coefficients entiers; cette branche de la 
th6orie des nombres entiers est particuli/~rement 
rebutante pour le physicien et le chimiste (Bourbaki, 
1962; Encyclopaedia Britannica, 1969). Quant au 
classement des sous-groupes de P1, il repose sur les 
propri6t6s des automorphismes du groupe P1 et, de 
l'aveu m~me d'un alg6briste sp6cialiste de la th~orie des 
groupes Tinvestigation du groupe de t ous l e s  auto- 
morphismes d'un groupe donn~ est d'ordinaire tr~s 
difficile' (Kurosh, 1960). 

Aussi invitons-nous le lecteur h s'armer de sto'icisme 
pour affronter ce premier m~moire off sera mis en place 
l'outillage math6matique: nous avons essay6 de le 
rendre digestible en multipliant les exemples et en 
rendant la lecture plus facile par l'utilisation d'abr6- 

t Historiquement, pour des raisons venant essentiellement de la 
diffraction des rayons X, les r~seaux 'd6riv6s' ont d'abord ~t~ 
appel~s 'sur-r~seaux' (superlattices) alors qu'il aurait mieux valu les 
appeler 'sous-r~seaux' car ils correspondent fi un sous-ensemble de 
noeuds du r~seau de d6part. Pour ~viter toute confusion et toute 
querelle de langage, nous avons pr6f~r~ utiliser l'expression 'r~seau 
d~riv6' dont l'origine semble due fi Buerger (1947). 
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viat ions rappel6es dans le Tableau 1. Dans  un autre 
m6moire nous utiliserons eet outiUage pour  6num6rer et 
elasser les sous-groupes de P1.  

Tableau 1. Abrdviations utilisdes et propridtds carac- 
tdristiques des matrices 

MAOE: matrice d'aftinit6 orthogonale 616mentaire; un vecteur de la 
base est remplac6 par un vecteur k fois plus grand (k entier 
sup6rieur ~i 1); le d&erminant est 6gal fi k. 

MAOG: matrice d'affinit6 orthogonale g~n~ralis6e; produit de 
MAOE; le d&erminant est un entier sup~rieur ~ 1. 

MCBE: matrice de changement de base +16mentaire; produit de 
MTBE; la valeur du d&erminant est 1. 

MCBG: matrice de changement de base g6n6ralis6e; produit de 
MCBE et de MRBG; le d&erminant est 6gal h.+ 1. 

MRBE: matrice de r6orientation de base 616mentaire; on +change 
deux vecteurs de la base ou on remplace un vecteur de la base 
par son oppos6; le d&erminant vaut - 1. 

MRBG: matrice de r6orientation de base g6n~ralis6e; produit de 
MRBE; le d&erminant vaut + 1. 

MRCE: matrice r6guli6re /~ coefficients entiers; le d6terminant est 
un entier non nul. 

MTBE: matrice de transformation de base 616mentaire; on ajoute/~ 
un vecteur de la base un multiple entier d'un autre vecteur de la 
base; le d6terminant est 6gal/t 1. 

MTE: matrice de transformation 616mentaire; les MAOE, les 
MRBE et les MTBE son.t des MTE. 

MUCE: matriee unimodulaire ;~ coefficients enti~rs; le d&erminant 
est ~gal ~ _+ I. 

p.g.c.d.-: plus grand commttn diviseur. 

ExemlCles 

MTBE: 1 ; MRBE: 

0 

[!0!1 MAOE: 5 . 

0 

0 1 ; 1 ; 

1 0 0 

I. Le groupe spatial P I  

Le groupe spatial  t r idimensionnel  P 1 est bien connu des 
eristal lographes et des math6maticiens:  nous ne rappel- 
lerons, dans le d&ail, les propfi&6s elassiques de ce 
groupe, qu'afin de mieux pr6eiser le cadre math6mati-  
que de eette &ude. Pour  les math~matieiens,  le groupe 
spatial P I  est plus exactement  le groupe ab61ien libre de 
rang 3 ou encore le Z-module  libre Z 3, cas particulier 
des modules fibres Z "  qui sont des groupes commutat i fs  

op6rateurs sur l ' anneau des nombres  entiers relatifs Z. 
Les propri&6s - dont  nous parlerons sp~eialement fi 
propos du groupe P1 - sont vraies du groupe spatial 
bidimensionnel  p l et d 'une faqon g6n6rale des modules 
Z"  (n >_ 2). 

1. Les automorphismes de P1 et les changements de 
maille dl$mentaire 

Une maille 616mentaire de P1 - l 'origine n'interve- 
nant  pas dans  la question - est essentiellement un 

rep~re constitu6 de trois veeteurs de translat ions de P1,  
non  coplanaires,  (A,B,C), tels que le veeteur V de toute 
t ranslat ion de P1 puisse s 'exprimer par:  

V = A P  + BQ + CR,  (1) 

P, Q et R &ant  trois nombres  entiers relatifs. Le 
passage ~ une autre maille 616mentaire (A ' ,B ' ,C ' )  et le 
passage inverse sont earaet6ris6s par  une matr iee  M et 
son inverse M - l :  

(A ' ,B ' ,C ' )  = (A,B,C) M 

et (A,B,C) = (A ' ,B ' ,C ' )  M -~. 

Les matrices M e t  M -1 sont des matrices r6guli6res /t 
coefficients entiers; leurs d&erminants  sont des entiers 
relatifs dont  le produit  est 6gal /t 1; ees d&erminants  
sont done 6gaux/ t  + 1, les matrices M et M -1 sont plus 
pr6eis6ment des M U C E  (Tableau 1). Inversement  une 
maille 616mentaire (A,B,C) et une M U C E  M 
queleonques &ant  eonnues,  le rep6re (A ' ,B ' ,C ' )  don- 
ne par  (A ' ,B ' ,C ' )  = (A,B,C) M est une maille 616men- 
taire. En effet, la matrice M -I,  inverse d 'une M U C E ,  est 
une M U C E  ear:  

(a) det M-1 = 1/det M = + 1; 
: (b) tout  coefficient de M -1 est 6gal, au signe pros 

puisque det M = +1,  au eofaeteur  du terme homologue  
de la matr iee tr.anspos6e de M,. c'est-h-dire, h un 
nombre  entier. 

De plus, quelle que soit la t ranslat ion de vecteur V 
(c f  relation 1): 

V =  A ' P '  + B 'Q '  + C ' R ' =  (A ' ,B ' ,C ' )  

= (A,B,C) M Q' , 

V = A P  + BQ + C R  = (A,B,C) 

Q, 

Q, = M-1 

R '  

et les nombres  P ' ,  Q' ,  R'  sont done des entiers. 
L 'appl icat ion de P1 sur lui-m~me qui fait eorrespon- 

dre au vecteur de t ranslat ion V = A P  + BQ + CR,  le 
veeteur de t ransla t ion V' = A ' P  + B'Q + C'R, est un 
au tomorphisme de P1 car cette applicat ion est bijective 
et, si V 1 et V 2 correspondent  h V~ et V~, (V 1 + V2) 
correspond bien h (V~ + V~). Inversement  eonsid6rons 
la maille 616mentaire (A,B,C) et un au tomorph isme  de 
P1;  A' ,  B' et C'  d6signant les images de A, B e t  C, par  
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cet automorphisme, le transform6 de V = AP  + BQ + 
C R e s t  V' = A ' P  + B'Q + C'R,  quels que soientP, Qet 
R; (A' ,B ' ,C ' )  est bien une maiUe ~16mentaire. Done, 
chaque automorphisme de P1 correspondent et r6cipro- 
quement, d'une part, un changement de maille 616men- 
taire et, d'autre part, une MUCE. Si ~t et (02 sont les 
automorphismes assoei6s aux changements de maille 
616mentaire ( A ' , B ' , C ' ) =  (A,B,C) M~ et ( A " , B " , C " ) =  
(A' ,B ' ,C ' )  M 2, (0~ ~2 est l 'automorphisme associ6 au 
changement de maille 61bmentaire (A" ,B" ,C")  = 
(A,B,C) M ~M 2. Le groupe des automorphismes de P1 
est done isomorphe du groupe f f  des MUCE (produit 
matriciel) et du groupe des changements de maille 
616mentaire (compositions successives). 

2. Les changements de maille queleonque et les sous- 
groupes du groupe spatial P 1 

Une maille multiple (a,b,e) de P1 est un rep~re 
constitu6 par trois vecteurs de translations de P1, non 
coplanaires, tels que (a,b,e) ne soit pas une maille 
61~mentaire. 12 passage d'une maille 61~mentaire 
(A,B, C) ~t la maille multiple (a,b,¢) peut &re caract6ris6 
par une M R C E  S (Tableau 1): (a,b,e) = (A,B,C) S et 
(A,B,C) = (a,b,e)S-L La matrice $ n'est pas 
unimodulaire, son d&erminant est, en valeur absolue, 
un nombre entier sup~rieur ~ 1: c'est la multiplicit6 de 
(a,b,e). La matrice inverse S- i  est r6guli6re mais son 
d&erminant est un nombre rationnel diff6rent d'un 
nombre entier. Tout vecteur V de translation s'exprime 
ainsi (cf. relation 1): 

V =  ap + bq + cr et = $ - ~  ; 

il existe done des vecteurs de translations pour lesquels 
un, au moins, des nombres p, q e t r  est un rationnel non 
entier. R6ciproquement, route MRCE non uni- 
modulaire S d6finit une maille multiple donn~e par 
(a,b,e) = (A,B,C) S car les vecteurs a, b, et e ne sont 
pas coplanaires (det S :/: 0) et ne constituent pas une 
maille 616mentaire (det S :/: +1). Le passage d'une 
maille ~16mentaire ~ une maiUe quelconque est done 
associ~ et r6ciproquement ~ une MRCE unimodulaire 
ou non. L'ensemble ~ '  des MRCE n'est pas un groupe 
vis-a-vis de la multiplication matricielle. C'est un semi- 
groupe ou demi-groupe simplifiable; il manque h ~,~ 
pour &re un groupe les inverses des MRCE non 
unimodulaires qui sont des matrices ~t coefficients 
rationnels dont un au moins n'est pas entier. Par contre 
le semi-groupe ~'~ contient comme partie stable le 
groupe ~ des MUCE. 

Nous allons maintenant nous int6resser aux seuls 
sous-groupes de P1 qui soient des groupes spatiaux 
tridimensionnels. Ces sous-groupes sont isomorphes de 
PI:  les isomorphismes qui appliquent PI  sur ses sous- 
groupes sont des endomorphismes injectifs. L'ensemble 

de ces sous-groupes est un treillis modulaire. Ces sous- 
groupes admettent le m~me symbole international (P1). 
Afin d'6viter toute ambigu'it6, d6signons par F le  groupe 
spatial P1 de maille 616mentaire (A,B,C) et dont (a,b,e) 
est une maille multiple. Consid6rons tous les  vecteurs 
de translations de F pour lesquels les composantes p, q 
et r sur le rep6re (a,b,e) sont des entiers, v = ap + bq + 
er. L'ensemble 3, des translations correspondantes est 
bien un groupe de translations tridimensionnel dont 
(a,b,e) est une maille 616mentaire. Le groupe 3, est un 
sous-groupe propre de F car il existe des vecteurs de 
translations de F pour lesquels une, au moins, des 
composantes sur (a,b,¢) n'est pas un entier. 
R6ciproquement, ~ tout sous-groupe propre tridimen- 
sionnel 3' correspond, au moins, une maille multiple de 
F: toute maille 61~mentaire (a,b,e) de 3' est une maille de 
F; si (a,b,e) ~tait ~16mentaire dans F, 3' serait eonfondu 
avec F. Deux mailles ~16mentaires de 3' sont deux 
maiUes de F de m~me multiplicit6 6gale ~ l'indice i de 3' 
dans F; elles se correspondent par automorphisme de 3': 
(a ' ,b ' ,e ')  = (a,b,e) M, M 6tant une MUCE. Les M R C E  
qui expriment le passage de la maille 616mentaire 
(A,B,C) de F aux deux mailles 616mentaires (a,b,e) et 
(a ' ,b' ,e ')  de 3' sont li6es entre elles: 

(a,b,c) = (A,B,C) S; (a ' ,b ' ,e ')  = (A,B,C) S' 

= (A,B,C) SM d'ofi S'  = SM, S -~ S'  = M, 

(S et S' = MRCE,  M = MUCE). 

Deux M R C E  qui v~rifient eette relation sont dites 
associ~es h gauche par une MUCE. L'association 
gauche ~ ' a  est une relation d'~quivalence dans S~. 
Toutes les matrices d'une m~me classe h gauche 
conduisent et r~ciproquement, par changement de 
rep~re ~ partir d'une maille ~l~mentaire donn6e (A,B,C) 
de F, ~ toutes les mailles ~l~mentaires du m~me sous- 
groupe 3'. Dans cette optique, chaque classe ~ gauche 
conduit, et r6ciproquement, fi un seul sous-groupe 3,, 
aux automorphismes pr6s de celui-ci. I1 existe done une 
bijection de l'ensemble quotient ~ ' / J ' ~  vers le treillis 
g- des sous-groupes 3, de F. 

On peut ~galement d~finir l'association ~ droite J¢'o 
de deux MRCE S et S" par une MUCE M :S" = MS, 
S" S -1 = M. C'est, bien stir, une relation d'&luivalence 
dans .~.  En voici une interpr&ation: (A,B,C) &ant une 
maille ~l~mentaire de F, l 'automorphisme de F assoei6 
M transforme (A,B,C) en une autre maille ~16mentaire 
(A" ,B" ,C")  de F: (A" ,B" ,C")  = (A,B,C) M. Les deux 
mailles multiples (a,b,e) et (a",b",e")  construites par la 
m~me matrice S h partir des deux mailles ~16mentaires 
pr6sentent les relations suivantes: 

(a,b,c) = (A,B,C) S; (a",b",¢")  = (A" ,B" ,C")  S; 

(a",b",e")  = (A,B,C) MS = (A,B,C) $".  

Si S e t  S" sont ~ la fois associ6es ~ droite et ~ g a u c h e -  
c'est-~t-dire si les deux produits S - IS  '' et S " S  -1 sont 
des MUCE - les mailles (a,b,e) et (a",b",¢")  sont deux 
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mailles 616mentaires du m~me sous-groupe se cor- 
respondant fi la fois par un automorphisme de F et un 
automorphisme du sous-groupe. Si S e t  S" sont 
seulement associ6es/t droite - c'est-/~-dire, si 5"  S -~ est 
une MUCE et si S -~ 5"  n'est pas une MUCE - les 
mailles (a,b,c) et (a",b",c") sont respectivement des 
mailles 616mentaires de deux sous-groupes diff6rents de 
mfime indice se correspondant par un automorphisme 
de F. De ce point de vue, chaque classe fi droite conduit 
aux sous-groupes de m~me indice qui se correspondent 
par les automorphismes de F. 

Enfin, on peut d6finir 'l'6quivalence classique' .'~ 
entre matrices de ~ .  Deux MRCE S et T sont 
&tuivalentes modulo ,~  si et seulement s'il existe deux 
MUCE M e t  N telles que T = MSN. Chaque elasse 
d'6quivalence, modulo ,~, permet de passer d'une 
maille 616mentaire donn6e (A,B,C) de F /t toutes les 
mailles 616mentaires de tousles sous-groupes de m~me 
indice qui se correspondent par les automorphismes de 
F. Notons que l'~quivalence ~ est moins fine que les 
associations ~ ' 6  et ~¢'o, lesquelles sont moins fines que 
l'assoeiation bilat~re (association d droite et d gauche). 
Remarquons que deux matrices congrues au sens de 
l'une quelconque de ces ~quivalences ont des d&ermi- 
nants n6cessairement 6gaux au signe pr~s. 

Exemples divers. QueUes relations d'6quivalence pr& 
sentent les six MRCE suivantes? 

[ ~ - 1  i ]  [ - i  - 1  ~1 S~ = 1 ; $ 2 =  3 ; 

O 0 - 

S 3 = 0 ; S 4 = 1 ; 

--1 0 

$5=  0 1 ; $6=  2 . 

0 0 0 

Le lecteur pourra constater sans difficult~ que les 
produits ST~S2, S]-~$3, $21S5 sont des MUCE. Les 
MRCE $1, $2, $3 - &ant associ6es /l g a u c h e -  
conduisent fi des mailles 61~mentaires d'un m~me sous- 
groupe 771 d'indice 2. Pour la m~me raison, S4 et S5 
conduisent/l des mailles ~l~mentaires d'un m~me sous- 
groupe 772 d'indice 2, different du pr&c&tent car Si-~S4 
n'est pas une MUCE. Le produit $2S] -1 est une MUCE; 
les deux mailles ~l~mentaires de )'1 d6finies par S1 et 52 
se correspondent done fi la fois par automorphisme de 
F et par automorphisme de 77~ tandis que la maille 
~l~mentaire de 77~ d~finie par 5 3 ne correspond aux 
pr&~dentes que par automorphisme de 77~ car S3Si -1 
n'est pas une MUCE. Et comme, de m~me, 5554 -1 n'est 
pas une MUCE, les mailles ~l~mentaires de )'2 d~finies 
par 5 5 et 5 4 ne se correspondent que par auto- 
morphisme de 772. Mais la maille ~l~mentaire de 771 
d6finie par 51 et la maille +l+mentaire de 72 d+finie par 
S 4 se correspondent par automorphisme de F car 5 4 5 i -1 
est une MUCE. Le produit $55~ -~ n'est pas une MUCE; 
il n'existe done aucun automorphisme de F qui fasse 
correspondre les mailles 616mentaires de 71 et 772 
auxquelles S~ et 5 5 conduissent respectivement. Or 
nous venons de voir que 71 et 3'2 se correspondent par 
au moins un automorphisme de F, e'est done que les 
matrices S~ et 5 5 sont 6quivalentes au sens de ~ ' ;  on a 
en effet: 

S 5 = I S I - I  . 

0 0 

S 6 conduit 6videmment ~ une maille 616mentaire d'un 
troisi~me sous-groupe d'indice 24 qui ne peut cor- 
respondre/l 71 et 772 par aucun automorphisme de F; il 
est impossible/l la matrice S 6 d'&re congrue, modulo 
.~',/t l'une quelconque des cinq autres matrices. 

Avant de poursuivre l'&ude des sous-groupes de F, il 
est n6cessaire d'&ablir quelques propri&6s des matrices 
MRCE. 

Le d&erminant de chacune des matrices est respective- 
rnent 6gal /L 2, - 2 ,  - 2 ,  2, 2, 24; il en r6sulte 
imm&liatement que S6 n'est 6quivalente/l aucune des 
cinq autres MRCE: S6 ne peut done pas conduire/t une 
maille 616mentaire du m~me sous-groupe que l'une 
quelconque des einq autres MRCE. Voici maintenant 
les matrices inverses S~ -1 et S;~: 

Io i] [-i °°] S l  1-- ½ ; S41= 1 0 

0 0 1 

II. L a  f a c t o r i s a t i o n  d e s  m a t r i c e s  r~gul i~res  fi 
c o e f f i c i e n t s  ent i ers  

Nous allons montrer dans cette partie que toute 
MRCE, unimodulaire ou non, est d~composable en un 
produit fini de matrices fi coefficients entiers extr~me- 
ment simples appel6es matrices de transformation 
61~mentaire. De plus, nous verrons que toute MRCE 
non unimodulaire est 6quivalente, modulo ~ ' ,  /t une 
matrice diagonale ~ coefficients entiers. I1 faut aupara- 
vant rappeler certaines propri&6s remarquables des 
nombres entiers. 
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1. L'algorithme d'Euclide* et le thdorkme de Bezout 

Considrrons deux nombres entiers positifs, a et fl, 
premiers entre eux, o~ &ant le plus grand. Effectuons la 
division euclidienne de a par/7, c'est-h-dire, soustrayons 
de a l e  plus grand multiple possible de fl: a -  kfl = y. Le 
reste de la division euclidienne vrrifie les relations a > fl 
> y > 0; de plus, ou bien y est 6gal/~ 1 ou bien y est 
premier avec fl; en effet, si ? 4 :1  n'&ait pas premier 
avec/7, on aurait fl = xq, y = yq (q &ant le p.g.c.d., 
c'est-~-dire, le plus grand commun diviseur, de fl et y) et 
<t = kfl + y = (kx + y)q; <~ ne serait pas premier avec/7, 
ce qui est contradictoire aux hypotheses. Donc si y :# 1, 

et y sont premiers entre eux et le reste 6 de la division 
euclidienne de fl par y est ~gal ~ 1 ou premier avec yet  
ainsi de suite. En poursuivant l'algorithme d'Euclide, on 
est amen~ ~ trouver une suite: a > fl > ? > 6 > . . .  > 2 > 
# = 1. Les nombres adjacents sont premiers entre eux, 
la suite est finie et le dernier terme est 6gal b. 1. En effet, 
s'il n'en &ait pas ainsi, on pourrait trouver un autre 
nombre p reste de la division euclidienne de 2 par/ t  et # 
ne serait pas le dernier terme de la suite. Les nombres 
de la suite sont des combinaisons linraires/~ coefficients 
entiers de a et fl; en particulier, il existe une com- 
binaison linraire ~ coefficients entiers de ae t  fl 6gale ~t 1 
(th~or+me de Bezout). L'algorithme d'Euclide et le 
th+orrme de Bezout connaissent trois g+n~ralisations 
importantes. Si on considrre deux nombres entiers 
positifs non premiers entre eux, d+sign+s par ap et [Ip 
(p 6tant leur p.g.c.d, et a > fl), on obtient une suite de 
multiple de p: txp > tip > yp > ~p > . . . >  2p > 
#p  = p. Les nombres adjacents admettent p comme 
p.g.c.d, et le dernier est 6gal ~p. Tous ces nombres et en 
particulier le p.g.c.d, sont des combinaisons linraires 
coefficients entiers des deux premiers. On peut aussi 
grnrraliser au cas de deux nombres entiers de signe 
quelconque; si les nombres de drpart ont des signes 
oppos+s, il faut remplacer la soustraction par l'addition 
dans l'algorithme d'Euclide et la suite est compos~e de 
nombres dont les signes alternent; dans tousles cas, le 
dernier nombre est 6gal, au signe pros, au p.g.c.d, des 
deux nombres de d+part et les autres proprietrs sont 
conservres. Enfin on peut &endre au cas de plusieurs 
nombres entiers quelconques: en rralisant l'algorithme 
d'Euclide de deux d'entre eux, on aboutit ~ leur p.g.c.d.; 
on r~alise ensuite l'algorithme d'Euclide de ce p.g.c.d, et 
d'un troisirme nombre et on aboutit au p.g.c.d, des trois 
nombres et ainsi de suite.* 

Exemple. Trouver par l'algorithme d'Euclide le p.g.c.d. 
des trois nombres: (-3780),  (462) et (165). 

* Le procrd6 connu sous le nom 'd'Algorithme d'Euclide' 
remonte vraisemblablement aux Pythagoriciens (cinquirme sircle 
avant J~sus-Christ). Nous avons repris dans un langage mieux 
adapt6 /t notre 6poque la drmonstration que donne (Les Oeuvres 
d'Euclide, Eldments; Peyrard, 1966). 

L'algorithme d'Euclide des deux premiers aboutit 
leur p.g.c.d., le nombre 42. Voici la suite obtenue: 
-3780,  462, - 8 4 ,  42. On remarquera que le thror~me 
de Bezout est vrrifi& 

42 = 1 x (462) + 5 x ( - -84)= 1 x (462) 

+ 5 x (--3780 + 8 x 462), 
42 = 5 x (--3780) + 41 x (462). 

L'algorithme de (165) et (42) conduit au p.g.c.d, des 
trois nombres de drpart, le nombre 3. En voiei la suite: 
165, 42, 39, 3. Le throrrme de Bezout est bien vrrifi6 
car l'on: 

3 = 1 x ( 4 2 ) -  1 x (39)=  1 x (42) 

- 1  x ( 1 6 5 - 3 x 4 2 ) = 4 x ( 4 2 ) - I  x(165), 

3 = 20 x ( -3780)  + 164 × (462) - 1 x (165). 

2. Les matrices de transformation dldmentaire 

Les transformations matricielles 61~mentaires sont de 
trois types: 6change de deux lignes (ou de deux 
colonnes), multiplication des termes d'une ligne (ou 
d'une colonne) par un scalaire, addition aux termes 
d'une ligne (ou d'une colonne) de k fois les termes 
correspondants d'une autre ligne (ou d'une autre 
colonne). Les MTE (cf. Tableau 1) sont les matrices qui 
rrsultent de l'application d'une transformation 616men- 
taire fi la matrice identit& leurs propri&rs caractrristi- 
ques sont r~sumres dans le Tableau 1. L'intrr& 
fondamental des MTE rrside dans le fait qu'il suffit, 
pour effectuer une transformation ~l~mentaire sur les 
lignes (ou sur les colonnes) d'une matrice quelconque, 
de multiplier ~t gauche (ou ~ droite) la matrice en 
question par la MTE correspondante (Encyclopaedia 
Britannica, 1969). 

Exemple. Supposons que l'on veuille additionner quatre 
fois la premirre colonne ~t la dernirre colonne de la 
matrice d suivante; il suffira pour cela de multiplier fi 
droite d par la MTE correspondante, c'est-~-dire, par la 
matrice unit~ dans laquelle on aura au prralable 
additionnd quatre fois la premirre colonne/t la derni~re 
colonne; on obtiendra ainsi la matrice transform~e d'. 

[:+il [i °i] [!+el J = 2 ; J '  = J 1 = 2 21 . 

9 0 9 31 

I1 revient au m~me de dire que la matrice de drpart J 
est 6gale fi la matrice transform~e J '  multiplire ~ droite 
par la MTE inverse, c'est-fi-dire, par la matrice unit6 
dans laquelle on aura au prralable soustrait quatre fois 
la premiere colonne de la dernirre colonne. 

I: ° iJ J = J '  1 . 

0 
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La remarque pr6c6dente est g6n6rale; elle s'&end 
toutes les transformations matricieUes 616mentaires. 
Lorsqu'une matrice a subi une transformation 616men- 
taire portant sur une ligne (ou une colonne), il suffit 
pour retrouver la matrice de d~part de multiplier 
gauche (ou ~ droite) la matrice transform6e par la MTE 
inverse, c'est-~t-dire, la matrice unit6 ayant subi la 
transformation 616mentaire opposde. Cette remarque est 
capitale pour une bonne compr6hension de la m6thode 
de r6duction matricielle. 

66 
tr~ = 8 - 6  15 

- 33 

[3 i 6 6 - ] [ _ i  0 i ]  = 9 - 6  15 1 , 

33 0 

3. R~duction d'une M R C E  d'ordre n d une M R C E  
d'ordre (n - 1)* 

Par une suite de transformations 616mentaires, une 
MRCE d'ordre n est toujours d6composable en le 
produit - de gauche h droite - d'une MCBE (cf. 
Tableau 1), d'une MRCE particuli6re et d'une MCBE; 
la MRCE particuli~re pr6sente alors une sous-matrice 
carr6e d'ordre (n - 1) bord6e par une ligne et une 
colonne nulles h l'exception du terme commun. La 
m&hode s'applique aussi aux MRCE pr6sentant d6j~ 
une (plusieurs) ligne(s) et une (plusieurs) colonne(s) 
nuUes h l'exception du (des) terme(s) commun(s): on 
rendra nulles, dans la MRCE particuli~re, une ligne et 
une colonne suppl6mentaires ~t rexception du terme 
commun. Quatre cas peuvent se pr6senter. 

Cas A.  La MRCE d'ordre m, $ = [sab], pr6sente au 
moins un coefficient 6gal h + 1, soit le coefficient sij. 
Pour rendre nul le k~me terme Sik (k ~ j )  de le i6me 
ligne, on retranche, des termes de la k6me colonne de 2, 
Sik/S U fois les termes correspondants de la j6me 
colonne, ce qui revient ~. avoir multipli6, h droite, la 
matrice de d6part $ par une MTBE (cf. Tableau 1). 
Afin de conserver l'6galit6 avec la matrice 2, on porte b. 
droite de la matrice ainsi transform6e la MTBE inverse, 
c'est-~-dire, celle off mjk = sik/sij; le produit de ces deux 
matrices est bien 6gal ~ S. On proc6de de m~me avec les 
autres colonnes (b 4= j). A c e  stade, la matrice$ est 
d6compos6e en le produit, 6crit de gauche /~ droite, 
d'une matrice 2' (MRCE) off tousles termes s~t , de la 

' = s ~ j =  + l ,  e t d e ( n -  1) i~me ligne sont nuls sauf s U 
MTBE inverses (moins, si un ou plusieurs coefficients su, 
&aient d6jb, nuls dans la matrice S); la premi6re MTBE 
apparue dans la d~composition se trouve/i l'extr~me 
droite, la seconde imm6diatement ~t gauche de la 
premiere, etc. Le produit des MTBE est une MCBE (cf. 
Tableau 1). 

Exemple 1. On annule les premier et deuxi6me termes 
de la premiere ligne de try. 

* Ce proc&t6 de r6duction matricielle offre des points communs 
avec la 'm&hode d'61imination de Gauss' fr6quemment utilis6e en 
th6orie des espaces vectoriels (Gantmacher, 1966). 

0 d try= 9 10026 15 

231 

x 1 1 , 

--66 -- 0 

0 0 1  try= 9 10026 15 I 

231 - 6 6  

De la m~me mani+re, tousles termes de laj6me colonne 
de S' vont ~tre transform6s en z6ro sauf s~j. Pour rendre 
nul le terme s~/(l 4:/), on retranche, de la l~me ligne, 
s~j/s~j fois la i6me ligne de $' et on porte, ~i gauche de la 
matrice ainsi transform6e, la MTBE off m u = sb/s~j, etc. 
On aboutit finalement b, d6composer S' en le produit, 
de gauche ~ droite, d'au plus (n - 1) MTBE et d'une 
matrice 2" (MRCE) off tousles termes de la i~me ligne 
et de la j6me colonne sont nuls sauf s~) = s U = + 1; la 
premiere MTBE apparue figure/~ l'extr6me gauche, la 
seconde imm6diatement ~ droite de la premi6re, etc. Le 
produit de ces MTBE est une MCBE. La matrice$ est 
donc d6compos6e en le produit de trois matrices: la 
matrice S" (MRCE) encadr6e des deux MCBE. 

Exemple 1 (suite). Traitement de la troisi6me colonne 

0 
9 10026 15 

231 

f °il ---- 152 1 1 9 10026 

0 0 0 231 
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0.1 = [!°i]01 
[! o 

x 39 10026 

231 

1 . 

- -  - - 6 6  

l'6galit6 avec la matrice de d6part S, de porter fi gauche 
de la matrice transform~e les MTBE inverses associ6es 
aux diff6rentes &apes de la r6duction, la premiere &ant 

l'extr~me gauche. D'une mani6re tout fi fait analogue, 
on peut se ramener au cas A si le p.g.c.d, des termes 
d'une ligne, au moins, est ~gal ~. 1; bien stir les MTBE 
caract6ristiques sont port~es ~t droite, la premiere 
figurant fi l'extr~me droite. QueUe que soit la r6duction 
effectu6e, les produits de MTBE sont des MCBE. 

Cas B. La MRCE d'ordre n, S = [sab], ne pr6sente 
aucun coefficient 6gal fi _+ 1, mais au moins un terme, 
par exemple s U, divise tousles termes de sa ligne, la 
i6me ligne, et tous les termes de sa colonne, la j6me 
colonne. Le cas B n'est qu'une extension du cas 
pr~c6dent Aet  on proc~de de la m~me mani~re. 

E x e m p ~  2. Trmtement de la deuxi+me colonne et de la 
deuxi+me ligne de o 2. 

0 0 - ]  

0.2 = 1950 3 

-780  45 

0" 2 

[! o l oo ] 
= 1 1950 3 , 

15 [-30O30 0 

I: ° ill : ° :]16 i = 1 3 5 

15 -30030 0 

1 O .  

0 1 

Cas C. Les conditions requises pour le traitement des 
cas A et B ne sont pas remplies, mais le p.g.c.d, des 
termes d'une colonne, au moins, est +gal fi 1; soit la 
j+me cette colonne. S'il existe au moins deux termes s U 
et Ski, de cette colonne, dont le p.g.c.d, est +gal h 1, on 
combine entre cUes les lignes i et k plusieurs fois de 
mani~re ~ ce que les coefficients sij et sk, / prennent les 
valeurs successives donn+es par l'algorithme d'Euclide 
de leurs valeurs de d6part, la derni~re valeur +tant 
n~cessairement 1; on est ramen~ au cas A. Si le p.g.c.d. 
des deux termes sij et Sik est toujours diff+rent de 1, 
quels que soient ie t  k, la combinaison des lignes i et k 
scion l'algorithme d'Euclide des valeurs initiales des 
termes s U et sik conduit au p.g.c.d, de celles-ci au,. En 
combinant la ligne du terme ainsi r+duit b, a~k (ligne i ou 
ligne k) avec une troisi6me ligne, la ligne m, on arrive 
par l'algorithme d'Euclide au p.g.c.d, des valeurs de 
d6part des coefficients sij, s~ et Smj. En continuant ainsi, 
on aboutit n6cessairement fi transformer l'un des termes 
de la j~me colonne en 1; le probl~me se ram~ne au cas 
A. Evidemment, il ne faut pas oublier, pour garder 

Exemple 3. Traitement de la troisi~me colonne de 0.3- 

[ i1 
22 33 

a 3 = 86 --6 15 

14 0 

= 1 86 - 6  15 , 

0 - 1 4  0 

a3 I! °-:]I_! ° = 1 1 - 6  15 

0 0 33 

= I:° :1l °:101 01 
[1 0 - - i ] [ 8  ! 66 - - ]  

0 1 --6 15 

0 0 33 

et 0.3 = 

66 
1 - 6  1 5  . 

- 0 3 3  

Cas D. Aucune des conditions requises dans les cas A, 
Be t  C n'est satisfaite. Dans ces conditions, les termes 
de la i~me ligne (ou de la i6me colonne) ont pour 
p.g.c.d. Pr  Par combinaisons successives des colonnes 
(ou des lignes) selon les algorithmes d'Euclide carac- 
t6ristiques, on peut rendre un des termes de la i+me 
ligne (ou de la i~me colonne) 6gal h Pi, les autres termes 
de la i6me ligne (ou de la i+me colonne) 6tant des 
multiples, au sens large, de Pi; soit s~ (ou sji) ce terme. 
Les coefficients de laj6me colonne (ou de laj+me ligne) 
ont alors pour p.g.c.d, pj. Trois possibilit~s se pr6sen- 
tent: 

(a)pj  = 1, le probl6me est ramen6 au cas C. 
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Exemple 4. Traitement de la premi6re ligne de 
a4 ( p =  11). 

a s =  1 4 1 [,,,,143] 0 
tr 4 = 20 --6 26 

--35 0 91 [ i  0 ! ]  0 0 - J  
× 1 1950 3 

[ i][: °1] --33 0 --2 0 - 7 8 0  45 
= 20 --6 66 1 , 

et ~r 5 = 87 21 1950 3 . 

--33 0 1 0 - 2  2 5_] [_-780 45 
o 4 8 6  - - 6  6 6  1 1 , 

14 0 21 0 0 (c) p} est diff6rent de 1 et de p~; p} est done plus petit 
que Pt et divise Pi. Par eombinaisons des lignes (ou des [33 :][: il --11 1 0 - -1  

86 --6 15 1 

--14 0 0 

[ 1 0 ! ] I ~  0 - - i ] 0 1  01 01 

~ =  

22 33 0 - 5  

86 --6 15 1 . 

14 0 - 0 

et a 4 =  

(b) pJ = Pt, le probl~me se ram6ne au eas B. 

Exemple 5. Traitement de la deuxi6me colonize de 
tr5 (P2 = 3 = p~). 

a 5 = 9 10026 

231 

L 0 = 1 4 9 93 , 

0 231 

[0 :li00!l  00:1 tr 5 = 1 4 1 390 93 , 

0 lJ L 0 2 [ - 7 8 0  45 

colonnes) selon les algorithmes d'Euclide ad6quats, on 
peut rendre un des termes de laj6me colonne (ou de la 
j~me ligne) 6gal ~ pj, soit s~ (ou sj~) ee terme; les autres 
termes de laj6me eolonne (ou de laj~me ligne) sont des 
multiples, au sens large, de pj. Les termes de la k~me 
ligne (ou de la k+me eolonne) ont alors pour p.g.e.d, p~,'. 
De nouveau, on est en pr6sence des possibilit6s (a), (b) 
ou (c). Dans l'hypoth+se o~ on se trouverait de nouveau 
devant la possibilit6 (c), il faut remarquer que pf,' est 
plus petit que p) et le divise. I1 est done plus petit que Pi 
et le divise. Les nombres pj et p~,' appartiennent done 
une suite de sous-multiples striets de Pi, ehaque terme de 
la suite divisant strietement eeux qui le pr6c6dent; eette 
suite est forc6ment finie et se termhae par 1. I1 en 
r6sulte, qu'en proc6dant alternativement sur les lignes et 
les eolonnes, on aboutira n6cessairement aux pos- 
sibilit6s (a) ou (b) apr~s un certain nombre de 
manipulations. Comme pour les cas A, Be t  C,il ne faut 
pas oublier, pour garder l'invariance avec la matrice de 
d6part, de porter, h droite ou h gauche de la matriee 
transform6e, selon que l'on combine les eolonnes ou les 
lignes, les MTBE inverses associ6es aux diff6rentes 
&apes de la r6duction. Quelle que soit la eomplexit~ de 
la r6duction, on aboutit ~ une MRCE r6duite encadr6e 
de deux MCBE. La MRCE de d6part de d6part est 
6quivalente, modulo ~ ,  h la MRCE r6duite et a m~me 
d&erminant. 

4. Rdduction totale d'une MRCE d'ordre n 

Evidemment, on peut procbder de la m~me faqon que 
pr6eedemment avee le bloc d'ordre (n - 1) et ainsi de 
suite. La MRCE est done finalement 6quivalente par 
deux MCBE it une MRCE totalement r6duite, c'est-~- 
dire une MRCE dont tous les termes sont nuls 
l'exeeption d'un seul terme par ligne et par eolonne; la 
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MRCE totalement r&tuite a l e  m&me d&erminant que 
la matrice de d&part. Les exemples pr6c6dents pris dans 
l'ordre 4, 3, 1, 5, 2 constituent la r6duction totale de la 
MRCE 04, d'ordre 3. Les premieres 6tapes (exemples 4, 
3, 1) sont relatives/~ la r6duction ~t un bloc d'ordre 2, 
les &apes suivantes (exemples 5, 2) ~ la r6duction de ce 
bloc. La r6duetion total fait intervenir 15 &apes, 6 
transformations ~l+mentaires portant sur les colonnes et 
9 portant sur les lignes. On peut 6crire en effectuant les 
produits de MTBE: 

4 

_ 11 -231  -15-  ! 

152 3342 217 

- 7  154 10_] 

00 :li  0 
0 3 300 1 -325  . 

-30030 0 - 5  - 6 6  13J 

I1 faut noter que la r&luction n'est pas unique: le 
r~sultat d6pend de rordre adopt6 dans le choix des 
diff6rentes &apes, en g6n6ral. 

Insistons pour eonclure sur la g6n6ralit~ de eette 
m&hode de r6duction matricielle. Elle ne fait intervenir 
que des notions math6matiques partieuli~rement sim- 
pies: transformations matrieielles ~16mentaires (les 
MTBE essentiellement) et algorithme d'Euclide. La 
m&hode s'applique non seulement aux MRCE d'ordre 
3 mais /t toutes celles d'ordre fini, quelque grand que 
soit cet ordre. Toutes les MRCE peuvent &re r6duites y 
compris les MUCE; dans le cas de celles-ci, la 
r6duction ne passe que par les cas A e t  C et la matrice 
r~duite est unimodulaire. 

5. Equivalence d'une M R C E  t~ une MAOG 

Une MRCE totalement r&tuite ne diff~re d'une 
matrice diagonale que par la permutation ~ventuelle de 
plusieurs lignes et de plusieurs colonnes. I1 en r~sulte 
qu'en proc~dant par ~changes suceessifs des lignes (ou 
des colonnes) et, en portant h gauche (ou ~t droite) les 
MRBE (cf. Tableau 1) associ~es / tces ~changes, on 
aboutira/t une matrice diagonale ~quivalente. Si cette 
derni~re pr~sente des coefficients n~gatifs, on peut en 
changer le signe ~ condition de porter /t droite ou /t 
gauche la MRBE associ~e. Done toute MRCE totale- 
ment r~duite est 6quivalente ~ une MAOG (cf. Tableau 
1) par deux MRBG (cf. Tableau 1). Et plus g~n~rale- 
ment toute MRCE est d~composable enti~rement en un 
produit fini de MTE/L coefficients entiers, toute MRCE 
est ~quivalente par deux MCBG (cf. Tableau 1)/t une 
MAOG de m~me d&erminant, au signe pr~s. 

Exemple. 

[ ~ 0 -1~] I i  0 ~ ] 3  = 1 

-30030 0 0 

[300i 0 01E 10 !l[i 0 i] 
x 3 1 0 0 1 

0 1 0 0 0 - 

04= 217 3342 - 

k 10 154 

[00!0il[ ! 0 
x 3 30 1 --3250 . 

0 66 --13J 

Dans le cas particulier d'une MUCE, la MAOG est en 
fait confondue avec la matrice unit~; de sorte que toute 
MUCE est finalement une MCBG, c'est-/t-dire, un 
produit fini de MTBE et de MRBE. 

6. Equivalence et non-dquivalence des M R C E  

Deux MRCE S et S' sont 6quivalentes si et 
seulement s'il existe deux MUCE M et N telles que S' = 
MSN; ce qui implique Idet S' I=ldet S I. Deux MRCE 
dont les d&erminants ne sont pas 6gaux, au signe pros, 
ne peuvent pas &re 6quivalentes. Par contre deux 
MRCE dont les d&erminants sont 6gaux, en valeur 
absolue, peuvent &re &tuivalentes ou non. Signalons 
tout de suite deux cas off S e t  S' sont ~quivalentes; 
premier cas: le produit S -~ S' = K est une MUCE: en 
effet, S' = SK, S' et S sont associ6es ~ gauche et done 
6quivalentes modulo ~ ;  deuxi6me cas: le produit 
S' S -1 = L est une MUCE, S' et S sont associ6es 
droite done 6quivalentes modulo ~ ' .  Dans le eas 
g6n~ral, le probl~me se ram6ne ~ l'~quivalence de deux 
matrices diagonales; car, comme nous l'avons vu, S e t  
S' sont respectivement 6quivalentes h deux MAOG D 
et 13' par des MCBG P, Q et P', O': S = PDQ et S' = 
P'13'Q'; l'6quivalence 13' = Mo13N o entraine l'6quiv- 
alence S' = P'MoP-~SQ-~No Q'. Deux MAOG sont 
toujours &tuivalentes dans les deux cas suivants: 

Cas I. Les deux MAOG ne different l'une de l'autre que 
par l'ordre des valeurs des coefficients diagonaux. 
Remarquons que l'6change des lignes d'indices i et k 
suivi de r6change des colonnes d'indices i et k aboutit 
/t l'6change des coefficients diagonaux d'indices i et k. 
Par it6ration, on peut done transformer 13 en 13': 13' est 
6quivalente /t 13 par deux MRBG d'ailleurs inverses 
rune de l'autre. 
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Exemple. 

0 3003 

= [ i  100 ~ ] [ 3 0 0 3 !  0 i ] [ !  0 i 1 0 3  O1 " 

Cas II. Les MAOG D et D' sont 6quivalentes si la 
valeur commune des d&erminants de D et D' est un 
produit de nombres premiers tous diffrrents. Cette 
propri&6 repose sur l'&ude de l'rquivalence des 
matrices bidimensionnelles: 

[O ~] [~ (c] (a'b'c:enfiers)" V =  et W =  b 

Pour que Vet  W soient 6quivalentes, il faut et il suffit 
qu'il existe deux MUCE F et G teUes que FV = WG, 
soit: 

fll  f l q  0 [gll g12] 

ou encore 

[ fl,ac f12b]=[glla gl2a]. 
f21ac f22bJ tg2~bc g22bcj 

Les matrices F et G doivent donc &re de la forme: 

: [  f l l  kla/p] et G =  [ f~lc k~b/p] 
F [k2b/P g22cJ [k2a/P g22J 

avec 
p:  p.g .c .d ,  de  a et b, k et k 2 entiers et det F = det  G = 

f l l g 2 2  c - -  klk2ab/p2 = +_ 1. 

Discussion 
(1) Si le p.g.c.d, de ab/p 2 et c est d :/: 1, ab/p 2 = xd et 

c = yd; det F = (fug22Y - klk2x)d est toujours 
diffrrent de + 1 et V ne peut pas &re 6quivalente/~ W. 

(2) Si ab/p 2 et c sont premiers entre eux, le thror~me 
de Bezout stipule l'existence de deux entiers, au moins, 
;t et g tels que 2ab/p 2 + tie = 1 (it et ~ peuvent ~tre 
trouv6s en r~alisant l'algorithme d'Euclide de ab/p 2 et 
c). On peut choisirfn = 1, k I = -1 ,  k 2 = 2 et g22 =/z; 
les matrices F et G sont alors des MUCE et les matrices 
Ve t  W sont bien 6quivalentes. Le raisonnement peut 
&re &endu sans difficult6 fi une matrice d'ordre 
quelconque et il en rrsulte la propri&6 grnrrale 
suivante: deux MAOG sont 6quivalentes, si et seule- 
ment si, pour chaque facteur premier figurant dans la 
d~composition de la valeur du d&erminant, la distri- 
bution des puissances de ce facteur le long de la 

diagonale est la mrme, /~ l'ordre prrs, pour les deux 
MAOG. 

Exemple. Les matrices D 1 et D 3 sont 6quivalentes 
entre elles car d'une part les facteurs premiers 2, 5, 7, 
11 et 13 ne figurent qu'une seule fois dans la 
drcomposition de la valeur du d&erminant et peuvent 
&re distribu+s indiff+remment et d'autre part le facteur 
premier 3 figure une fois dans chacun des premier et 
second termes de D1 et une lois dans chacun des second 
et troisirme termes de D s. Par contre la matrice 132 n'est 
pas 6quivalente aux matrices Da et D s puisque le 
nombre 3 figure au carr6 dans le premier coefficient de 
D2. 

3003 i 0 i ]  
D 1 = 3 ; 

0 

D 3 = 273 . 

0 15 

On peut vrrifier que: 

D 3 

D2= 

__801 --2002 --1364] 

801 --2 2002 5 136~J 

5 62 ~] 

x D1 20020 248248 400 . 

22 273 

9009 i 0 i ]  
1 ; 

0 

Pour conclure sur l'rquivalence des MAOG, on peut 
dire que deux MAOG dont la valuer commune du 
d&erminant est un produit d'entiers premiers tous 
diffrrents sont toujours 6quivalentes. 

Enfin on peut d&iuire quelles sont les classes 
d'rquivalence modulo ~ des matrices MRCE dont le 
d&erminant a pour valeur absolue un entier positif 
quelconque donn6 par avance. Si cet entier est premier 
ou s'il est le produit de nombres premiers tous 
diff~rents, il existe une seule classe modulo .9?. Si le 
m~me facteur figure plusieurs fois dans la drcom- 
position, il existe nrcessairement plusieurs classes. 

Exemples. Si la valeur absolue du d&erminant est le 
nombre 90090 = 1 x 2 x 32 × 5 × 7 X 11 X 13, il y a 
deux classes diffrrentes de MRCE d'ordre 3 puisqu'il 
existe deux fa~ons de distribuer le nombre 3. Les 
matrices D~ et D 2 sont respectivement des reprrsentants 
de ces deux classes. Le nombre de classes est li6 /l 
rordre des matrices: ainsi, il y a six classes de MRCE 
d'ordre 3 et quatre classes de MRCE d'ordre 2 ayant 
un d&erminant de valeur absolue 6gale fi 72. 
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IlL Quelques propri~t~s caract6ristiques des sous- 
groupes de PI  

L'6tude de la factorisation des M R C E  et des 
~quivalences qu'elles pr6sentent est d'une grande 
cons6quence pour les propri&6s des sous-groupes 
tridimensionnels du groupe spatial F (P1). C'est en 
d~veloppant et en utilisant syst~matiquement ces 
propri&~s que nous pourrons ult~rieurement (BiUiet & 
Rolley-Le Coz, 1979) construire les sous-groupes de F, 
les classer et en dresser la liste jusqu'h des indices 
relativement 61ev~s. 

Pour terminer le present m~moire nous donnons 
maintenant un aperqu rapide des propri&6s qui 
d~coulent de la r~duction des M R C E  et de leurs 
~quivalences. Rappelons (cf. 1.2) qu'une M R C E  
d6finit et r~ciproquement le passage d'une maille 
~l~mentaire (A,B,C) de F ~ une maille ~l~mentaire 
(a,b,e) d 'un sous-groupe y: (a,b,e) = (A,B,C) S. Or nous 
avons montr+ que S, comme toute MRCE,  est 
6quivalente par deux MCBG, M et m, ~t une matrice 
diagonale (MAOG) A; ce qui s'exprime par S =  MAre. 
En voici rinterpr6tation: le passage de la maille 
+l~mentaire (A,B,C) de F gt la maille ~l~mentaire (a,b,e) 
du sous-groupe y est 6quivalente /t la succession des 
trois operations suivantes: 

- passer de la maille 6l+mentaire (A,B,C) ~ une autre 
maille ~l~mentaire (Ao, Bo, Co) du groupe de d~part F par 
une MCBG M: 

(Ao, Bo, Co) = (A,B,C) M. 

- passer de la maille (Ao, Bo, Co) du groupe de d~part 
F ~. une maille ~l~mentaire (ao, bo, co) du sous-groupe 7 
par une M A O G  A, c'est-/t-dire, par une affinitY: 

(ao, bo,eo) = (Ao, Bo, Co) A, 

- passer de la maille 61~mentaire (ao, booeo) ~t une autre 
maille ~l~mentaire du m~me sous-groupe y par une 
MCBG m: 

(a,b,c) = (ao,bo, eo) m. 

Autrement dit, quel que soit le sous-groupe y (P1) de F 
(P l )  il existe toujours au moins une maille 616mentaire 
(ao, bo, eo) de y et une maille ~l~mentaire (AooBo, Co) de F 
telles que (a,bo, co) se d~duise de (Ao, B,Co) par une 
affinit~ (Fig. 1), c'est-fi-dire, de telle sorte que l 'un au 
moins des vecteurs ao, bo, Co de y soit multiple entier du 
vecteur correspondant Ao, Bo, Co de F et que chacun 
des deux autres vecteurs de y soit multiple entier ou 
confondu avec le vecteur correspondant de F: 

a o = P A o ,  bo=qBo ,  Co=rCo 

(p, q, r entiers ~gaux ou sup~rieurs ~ 1); l'indice i du 
sous-groupe y &ant 6gal au produit pqr. 

Rappelons aussi (cf. 1.2) que des M R C E  6quivalentes 
conduisent h des mailles ~l~mentaires du m~me sous- 
groupe ou appartenant ~. des sous-groupes qui se 

correspondent par les automorphismes de F. Tous les 
sous-groupes d 'un m~me indice premier i se correspon- 
dent par les automorphismes de F car toutes les M R C E  
ayant pour d&erminant le m~me nombre premier i, au 
signe pros, sont ~quivalentes. Et 6videmment seul l 'un 
des vecteurs est multipli6 par i dans l'affinit6 de passage 
au sous-groupe. Lorsque l'indice n'est pas premier, les 
situations peuvent &re tr~s diff~rentes. 

Exemple A. L'indice est ~gal h 2 x 3 = 6. Toutes les 
M R C E  de d6terminant ~gal h +6 sont &luivalentes car 
les facteurs premiers de 6 sont tous diff~rents (cf. 11.5). 
I1 en r6sulte que t o u s l e s  sous-groupes d'indice 6 se 
correspondent par les automorphismes de F. De plus 
l'on rencontrera pour chacun de ces sous-groupes deux 
types d'affinit6 dans les passages g r o u p e -  sous-groupe 
(Fig. 1): 

(i) Seul l 'un des vecteurs Ao, B~, Co est sextupl~, les 
autres ~tant conserves. 

(ii) L'un des vecteurs est tripl~, un autre est doubl~ et 
le troisi~me est conserv& 

Et voici une consequence, valable pour chacun des 
sous-groupes d'indice 6 au niveau des familles de plans 
r6ticulaires: il existe quatre types de families (Fig. 1): 

Type I. Un plan sur six est enti6rement conserv6 par le 
sous-groupe, les cinq autres plans ne conservant aucun 
noeud de F. 

Type II. Un plan sur trois est h demi conserve, les deux 
autres plans ne conservant aucun noeud de F. 

Type III. Un plan sur deux est au tiers conserve, l 'autre 
ne conservant aucun noeud de F. 

Type IV. T o u s l e s  plans conservent un noeud sur six 
noeuds de F. 

D 
o " 7 _  - • • o • • • •  

Fig. 1. Analogie bidimensionnelle de l'exemple A. Les sous-groupes 
isomorphes d'indice 6 de F (pl) sont tous 6quivalents par les 
automorphismes de F. Dans le cas present le sous-groupe y est 
d+fini par a = --A -- 2B, b = 4A + 2B. I1 est possible de trouver 
deux affinit~s de passage de F ~ y: (ao = 6Ao, bo = Bo) et (ao = 
2A', b~, = 3B~,). II existe quatre type de familles de ranges 
r&iculaires: (I) une rang6e sur six rang6es de Fest conserv~e par 
y, (II) une rang~e sur trois est b, demi conserv~e, (III) une rang~e 
sur deux est au tiers conserv~e, (IV) chaque rang~ conserve un 
noeud sur six. 
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Exemple B. L'indice est 6gal h 2 x 2 = 4. Les M R C E  
de d6terminant  +gal h +4  forment  deux classes 
d'+quivalence car  le nombre  2 figure plusieurs lois dans 
la d6composit ion du nombre  4 en facteurs premiers (cf. 
II.5). I1 en r~sulte deux classes de sous-groupes d'indice 
4 dont les propri&~s different beaucoup.  

Premiere classe. Un seul type d'affinit+ conduit du 
groupe F ~t l 'un quelconque des sous-groupes de cette 
classe: seul l 'un des vecteurs Ao, Bo, Co est quadruple,  
les autres &ant  inchang~s (Fig. 2a). I1 existe pour  ces 
sous-groupes trois types de families de plans 
r&iculaires: 

Type I. Un plan sur quatre  est enti6rement conserv6, les 
trois autres plans ne conservant  aucun noeud de F. 

Type II. Un plan sur deux es t / t  demi conserve, r au t r e  
ne conservant  aucun noeud de F. 

Type III .  Chaque  plan conserve un noeud sur quatre  
noeuds de F. 

0 • 0  • • • • • • • • • • 

• • • © O%~C~-,O--~ • © 
• • • • • • • • • • 

• • D ~ ~ . , , ,  © • c~--o~N • © 
• • • • • • 

. • • • o • 
" IF '© • • '~--' " a " o  • ~ • o j % , m ' , , ~  • • 
• • o -o -q~ -o -o . , , , o  © • ~ .  o " . c r o  © • 

O ' ~ t O ~ ~  • • O"O • • • 
(a) (b) 

Fig. 2. Analogie bidimensionnelle de rexemple B. (a) La premiere 
classe des sous-groupes d'indice 4 se caract6rise par l'affinit~ de 
passage ao = Ao, bo = 4Bo. I1 existe trois types de rang6es 
r6ticulaires: (I) une rang~e sur quatre est conserv6e, (II) une 
rang6e sur deux est ~t demi conservbe, (III) chaque rang6e 
conserve le quart des noeuds. (b) La seconde classe des sous- 
groupes d'indice 4 se caract~rise par l'affinit~ de passage ao = 
2Ao, b° = 2Bo. I1 n'existe qu'un seul type de rang~es r6ticulaires: 
(II) une rang6e sur deux est ~ demi conserv6e. 

Deuxi~me classe. Un seul type d'affinit6, diff6rent du 
cas de la 16re classe, conduit  aux sous-groupes de la 
seconde classe" deux des vecteurs A~, B~ Co sont 
doubles, le troisi6me 6tant inchangb (Fig. 2b). Quan t  
aux families de plans r~ticulaires, elles n 'appar t iennent  
qu 'h un seul type:  un plan sur deux est / l  demi conserve,  
l 'autre ne conservant  aucun noeud de F (type II). 

Toutes ces questions seront reprises dans un autre 
m~moire (Rolley-Le Coz & Billiet, 1979). 
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